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Capitulo 1

Introducao

Em construgao ... Gostaria de participar na escrita deste livro? Veja como em:
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Capitulo 2

Curvas e trajetorias

Neste capitulo, estudamos fungoes vetoriais do tipo 7(t), ou seja, uma fungao
que associa um parametro real a vetores no plano ou espago. Fungbes vetoriais
que dependem de apenas uma variavel sao os exemplos mais simples de fungoes
que estudaremos.

2.1 Funcoes vetoriais de uma variavel - curvas e
trajetorias
Uma funcgao vetorial de uma variavel ¢ uma fun¢ao da forma
7D — R,

onde D C R é o dominio de definicao de 7" e t é um parametro - podendo ser
interpretado como o tempo ou nao. Em coordenadas cartesianas, uma funcao
vetorial assume a seguinte forma:

onde 7 = (1;0; 0),5’: (0;1;0) e k= (0;0; 1) sdo mostrados na figura 2.1.
Exemplo 2.1.1. Sao exemplos de funcoes vetoriais

a) f(t) = sen ()i + cos(t)]

b) §(t) = ti + cosh(t)k

c)

Q

(t) = 2cos(t)i+ 4sen (£)] + th, 0<t<8r

=~

2



2.1. FUNCOES VETORIAIS DE UMA VARIAVEL - CURVAS E
TRAJETORIAS 3

T Yy

- - =

Figura 2.1: Os vetores canonicos ¢,7,k.

Figura 2.2: Hélice circular dextrogira associada a fung¢ao vetorial do Exemplo 2.1.3.

Uma curva no espago pode ser representada pelo conjunto de pontos de uma
fungdo vetorial 7(¢) ndo constante em todo o seu dominio. Um ponto 7(t) de uma
NP di(t) o,
parametrizacao ¢ dito regular se == # 0. Uma parametrizacio ¢ dita regular em
t se d’:l(tt) # 0 em todos os pontos. E possivel definir orientacdo para uma curva
regularmente parametrizada, a orientagao é dada pelo sentido de crescimento do

parametro t.

Exemplo 2.1.2. A funcio vetorial f(t) = cos(t)i + sen (£)] para 0 < ¢t < 27 des-
creve uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem sobre o plano zy orientada
no sentido anti-horario.

Exemplo 2.1.3. A funcdo vetorial f(t) = cos(t)i+sen (t)j+tk parat € R descreve
uma hélice circular, como mostra a figura 2.2.

O limite, a derivacao e a integracao vetorial sao definidas componente a com-

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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Célculo Vetorial

ponente no sistema de coordenadas cartesiano:

1.
2.
3.
/.
5.

Se 7(t) é um vetor constante, entdo

lim () = lim ()i + lim y()] + lim =(0)F
af(t)  de(t)- dy(t)-  da(t) -
i T a ta itk

/a " Ft)e
/ F()dt

Teorema 2.1.1 (Regras de derivagdo). A derivada de fungoes vetoriais satisfaz
as sequintes propriedades:

= /abx(t)dtva /aby(t)dt}Jr/abz(t)dtlZ
- /x(t)dt?+/y(t)dt]‘Jr/z(t)th

dr(t) 0’

i [ari (1) + By ()] = a0 + g0

LR (t) x ()]

= 7 (t) x 20 4 a0 g ()

dt dt

(2.1)
(2.2)
(2.3)

(2.4)

Demonstrag¢io. Os dois primeiros {tens podem ser obtidos diretamente de (2.2). A
verificagao fica a cargo do leitor. O item trés pode ser obtido de uma aplicagdo da
regra da cadeia a (2.2):

dt

[F (@)

[ ():v(t) FOZ' @)+ [ (Oy(t) + f()y' (1)

F @) + f(t)

Gl

[z

Jae(t)i+ f(Oy(t)] + f(t)=(0)k]

¥
()i +y(O)] + (k] + f(2) [ ()T +y/ (£)]
dri(t)
dt

.
+
N\
—~
~
S~—

LT

A derivada do produto escalar de duas fungoes vetoriais é dado por:

d

SR

(4)]

+ 0

[xl(t) 2(t) + y1(t)ya(t) + 21(t)22(?)]
[ ’(t)@( ) 4+ w1 () 25(1)] + [¥) ()ya(t) + ya(t)ys(t)]
[21(t) 22(t) + 21(t) 25(t)]

ey - O A0

- 75 (%)
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2.1. FUNCOES VETORIAIS DE UMA VARIAVEL - CURVAS E
TRAJETORIAS 5

Finalmente a derivada do produto vetorial pode ser obtida de:

L0 < B0] = 020 — 5 0w@)
+ a0 - a0
b @) — nOn0]F
= ()220 + ()4  AO(0) ~ 2 (O]
OO + 2050 - 200 - n@h0]]
O (0) + 7290 — v (malt) — () (O)] F
= [y1(D)z2(t) — 21 (t)ya(1)] v
@O0 - 20=0]]
() — s 0na(0)
()40 — 20w
+ [0 - n040]]
+ ) - @01 F
= () < B L O

Demonstraremos agora um importante teorema do célculo vetorial:

Teorema 2.1.2. Uma fungdo vetorial u(t) possui norma constante se e somente

se u(t) - dflsf) = 0.

Demonstragio. Como |lul]? = (t) - d(t), temos

dlul?  d di  di dit

= @3- d] =T — 4 — =2 —

a o T g dt
Assim, se ||u|| for constante, a derivada a esquerda é nula e temos w(t) - dzgt) =0.
Reciprocamente se (t) - %&t) =0, entao ||ul| deve ser constante. O

Observacgao 2.1.1. Uma importante interpretagdo deste teorema é que se v(t)
representa a velocidade de uma particula no instante de tempo ¢, entao se o mo-
dulo da velocidade, v(t), for constante e nao nulo entdo a aceleragdo @ = dzgt) &
perpendicular a ¥(t) sempre que for nao nula.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

6 Célculo Vetorial

Exercicios resolvidos

Exercicios

E 2.1.1. Reconhega e represente graficamente as curvas descritas pelas se-
guintes fungoes vetoriais:

a) f(t) =sen(t)i+cos(t)] +k 0<t<m

IN
IN

— sen (£)i 4 2cos(t)k, 0 < t

IN

) 27

) = sen (t)i + cos(t)/;, —00 <t < 00
fty=ti+Va—12], —2<t<2

) = ti + cosh(t)], —oco < t < oo

) = senh (t)f—l— cosh(t)j, —0 <t <00

E 2.1.2. Seja 7(t) o vetor posi¢do de uma particula dado por

—

(1) = acos(wt)i + asen (wt)}

Calcule o vetor velocidade ¥ e o vetor aceleragao @ dados por ¢ = dzl(tt) ea= dz(tt).

E 2.1.3. Dada a funcdo vetorial 7(t) = t%7 + ¢'j — 2 cos it k, calcule:
a) lim7(t)

t—0

—

: 5 : _ 17 2t 7

E 2.1.4. Verifique que a fungao vetorial dada por f(t) = {70+ 1357, —00 <
t < oo representa uma curva contida em uma circunferéncia no plano xy centrada
na origem. Identifique o raio desta circunferéncia, identifique a curva e isole os

quatro quadrantes.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.2. COMPRIMENTO DE ARCO 7

Figura 2.3: Aproximagao poligonal do comprimento do arco

E 2.1.5. Encontre a derivada de cada uma das func¢oes vetoriais do exemplo
2.1.1

E 2.1.6. Sendo 7(t) = T(lt) 7(t), onde r(t) = ||7(t)||, mostre as seguintes identi-
dades:
: dr(t)
t) = t
) () = T g
d|. dr(t) . d*7(t)
b) — |7t =71t
) dtlr()x dt ] X g
/ o F(t) ' dv;’(tt)
C) r (t) - T(t)
g #O _ L) ) Aol -
dt r(t) dt r(t)3

2.2 Comprimento de arco

Seja a =ty < t; < ty < --- < t, = b uma particdo equidistante do dominio
com At = t; —t;y e P, = 7(t;), i« = 0,1,--- ,n, pontos sobre a curva, como
mostra a figura 2.3. Uma possivel aproximagdo para o comprimento da curva é
dado pelo comprimento da poligonal determinada por essa particao. Observe que

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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8 Célculo Vetorial

o comprimento do segmento P;_; P; é dado por ||P; — P;_4]|, logo, a aproximacao
para o comprimento da curva é

Lo = IR~ Pl

= Z\/ i — xio1)? + (Y — Yim1)? + (20 — 2im1)?

_ —xi1)? (Wi —yi1)? | (2~ zi)?
- ZA% BoE @ T (e

B 1‘11 Yi —Yic1)° (Z¢—2i1)2
_Z( >+< At>+ A ) At

Naturalmente, L = lim,, .o, L,,. Como o lado direito da tltima igualdade é uma
soma de Riemann, temos:

A CORCORCI N}

Logo, o comprimento do arco s quando a parametro corre de a até ¢ é

s(t):/at

Exercicios resolvidos

dr( )
dt

Hdt (25)

dr(7)
dt

dr, a<t<hb. (2.6)

E 2.2.1. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) =
i+ tQJ, definida para —2 <t <2¢é L = 21T + M. Tal curva pertence a
parabola y = 22, e pode ser visualizada na figura 2.4.

fl—f — i+2tj e portanto L = ffz VA2 + 1dt = 2 f02 V412 4+ 1dt. Com a mudanca
de variavel 2t = tan(u),0 < u < «, onde o = arctan(4) temos 2dt = sec?(u)du e en-

@ a sec(w) tan(u)+1n | sec(w)+tan(w)| ] 2rctan(4
tao L = [ |sec(u)|sec?(u)du = [ sec’®(u)du = [ (u) tan( )+12| (u)+tan( )q ( )'

0

E 2.2.2. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) =
5(1 — tz)Z—k 4t5/2;+ 5t2k, definida para 0 <t <1¢é L = %\/ﬁ — 44/3. Essa curva
pode ser visualizada na figura 2.4.

%f — —10ti + 10325 + 10tk e portanto L = fol V10083 + 10022 + 100£2dt =

10 [ tv/E + 2dt =10 [, (5 — 2)s'/2ds = 10 [, (s¥> — 25"/?)ds

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 9

-2 -1 1 2

Figura 2.4: (esq) Curva do exercicio E 2.2.1; (dir) curva do exercicio E 2.2.2.

Exercicios

E 2.2.3. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) =
(14 t)i+ (1 — %), definida para —1 <t <16 L =5+ W%Z)

E 2.2.4. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) =
(1 =)+ (2 + 137 + (1 + 2 — £3)k, definida para 0 <t < 16 [ = 33043

E 2.2.5. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) =
237 + (1 — 13 + 2092)7 + (83 + 2t%/2)k, definida para 0 <t < 1¢é L = 14‘[

2.3 Triedro de Frenet-Serret

Seja a curva descrita pela func¢ao vetorial 7(t). Queremos encontrar um vetor
que seja tangente a curva em um dado ponto. Para tal tomamos o limite

lim 7t + h) — ()

h—0 h

di (t)
dt

no ponto P relativo a 7(t)! sempre que <0 7é 0. O sentido do vetor T— é dado

d()

Este limite converge para e, geometricamente para o vetor tangente a curva

pela parametrizagao da curva, em outras palavras o vetor aponta no sentido

em que o parametro ¢ cresce.

1O leitor atento ao formalismo pode tomar esta como uma definicdo de vetor tangente. Adi-
ante, veremos que esta definicdo é consistente com o vetor tangente do célculo de fungoes de uma
variavel.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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10 Célculo Vetorial

dr(t)
dt

a7 (t)
dt

Figura 2.5: O vetor tangente

Observe que a norma do vetor tangente depende de como a curva é parametri-
zada e ndo apenas da curva em si. A fim de trabalhar com um objeto que independe
da parametrizagao, é natural definirmos o vetor tangente unitario, denotado por

—

T (veja figura 2.6):

N B - () N () R
T@_-iﬂ‘ﬁ, LA (2.7)

A condicao de existéncia para o vetor T' é que a funcao vetorial que parametriza
a curva seja diferenciavel e que sua derivada seja diferente de zero, ou seja, que a
parametrizacao seja regular.

Observacao 2.3.1. Quando 7(t) representa a trajetéria de uma particula ao longo

do tempo, a derivada %(tt) é a velocidade 9(t) da particula. Neste caso, o vetor

tangente unitario é o versor associado a v(t):
F(t) = v()0(t) = v(&)T(¢).

A norma de ¥(t), denotada por v(t), é chamada de velocidade escalar. O vetor
T'(t) indica o sentido e a dire¢ao da velocidade.

O vetor T pode ser definido de forma alternativa como segue: consideramos s
como funcao de ¢ na expressao (2.6) e observamos que §'(t) = d:l—f)H > 0. Assim,
s(t) é uma funcdo continua e mondtona de t. Por outro lado, usando a Regra da

Cadeia, temos:

dr _drds _d
dt  dsdt ds

dr(t)
dt H ’

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 11

Figura 2.6: Triedro de Frenet-Serret

d7(t)

Como o

representa o vetor tangente, entao

dr 1 df =
T = TN . = T
ds ||L”(f>|| dt

dt

representa um vetor tangente unitario.

Agora, queremos definir um vetor ortogonal a T que esteja no plano determi-
dr(t) _ d*7(t)

nado por — op~- Para isso, usamos o resultado do teorema 2.1.2. Observe
que a funcao vetorial f(t) possui médulo constante e, portanto, T (t) - dz{;—fkt) = 0.
Observe ainda que

27t dT) - dT(t)  V'(t) dF(t) dT'(t)

= =v(t)T(t t = t)————
e g~ VT = e T
implica
dT(t) 1 d°r(t)  '(t) dri(t)
dt o) di2 wv(t)? dt

e assim f(t) e % peftencem ao plano gerado por d’;(tt) e deigt) e sao ortogonais
entre si. Entretanto, ‘ﬂ;—f) nao ¢ necessariamente unitario. Logo, faz sentido definir

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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12 Célculo Vetorial

o vetor normal unitario como

1 dT(t)

@ | dt
dt

N =

N

d

A figura 2.6 contém a representacao do triedro de Frenet-Serret em alguns pontos
de uma hélice dextrogira.

Finalmente, vamos definir um vetor unitario que é simultanemente ortogonal a
T e N. A forma natural de obter um vetor ortogonal a outros dois vem do produto
vetorial. Assim, o vetor binormal unitario é definido como

— —

B=Tx N.

Das propriedades de produto vetorial, temos que B alem de ortogonal a T e N
¢é unitario e forma um sistema dextrogiro. O trio T N e B é chamado de triedro
de Frenet-Serret. A figura 2.6 apresenta a representacao de alguns triedros de
Frenet-Serret.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

E 2.3.1. Considere a curva 7(t) definida no exercicio E 2.2.4. Encontre o
triedro de Frenet Serret T, N e B.
i(t) = & = —26i + (2 + 3t)j + t(2 — 3t)k. Entao |yﬁ|| = 4t? + t2(2 +3t)2 +

—

1<l

2 _ 42 2 243t 2-3t
t (2 B 3t) t (12 + 18¢ ) e assim T' = T = \/12+18t2 + \/12+18t2j + V12+18¢2
Derivando em relacao a t: % = +fg§2)3/2z + (123f§ét2t))3/2 J— (12?:?%:;?3/214: e para

normalizar sem trocar seu sentido definimos @ = tz—i— (1 £)7 — (1+t)k, que implica
[d]]? = 24 (1—1t)*+(1+1)* = 3t>+2, e entdo N =

S

_ t 7 -t 7
da \/3t2+22+ \/3t2+2j

- — -

7 7 k
14¢ k‘ Final —2 2+3t 2—3t _
inalmente B = T x N calculado via =
V3t2+ V12182 V124182 V12+18:2
¢ 1-t 1t
~ . _ V3t242 V31242 V31242
(—4—6t2)i—(24+3t2)j—(2+3t2)k ;2 =2 E
V12+18t2/3t2+2 = 76! fj NG

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 13

Exercicios

- =

E 2.3.2. Represente graficamente o terno de vetores TN e Be verifique
através da regra da mao direita as seguintes identidades:

0) B=TxN
b) T— N x B
O N=BxT

Use a identidade vetorial dada por
U X (Ux W) =0(U-w) —w(u-0)
para obter as identidades b e ¢ a partir de a.

E 2.3.3. Considere a trajetoria dada pela equagoes paramétricas

r = tsen(t)
= tcos(t)
z =0

Esboce grafico dessa trajetéria para 0 < t < 2w, indicando os pontos inicial e
final. Esboce o triedro T, N e B nos instantes t = 7 /4, t = 3w /4, t = 5w /4,
t = 7w /4.(Obs.: Nao é necessério calcular analiticamente o triedro.) Considere a
identidade vetorial % = 2r- % no instante ¢t = 7/2, ela é compativel com seu
desenho?

E 2.3.4. Um erro comum entre estudantes é substituir a definicdo de vetor
binormal unitario B =T x N pela expressao espiiria dada por
dN

Calcule esta expressao para o movimento circular uniforme e verifique que ela é
igual a -T e, portanto, perpendicular a B.

E 2.3.5. Considere a curva 7(t) definida no exercicio E 2.2.5. Obtenha o

: _ _ 2 7 —14368/27 14363/2 7 a7 _—2e3/2 2
triedro de Frenet-Serret T = Toieet T Jersed T \/6+18t3/£, N = sl
L4t3/2 7 32 i i 4k
V6+18t3 + \/6+18t3k e B = NERRVE] + V3’

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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14 Célculo Vetorial

Curvatura nula Curvatura pequena Curvatura malor

Figura 2.7: Noc¢ao de curvatura em um ponto.

2.4 Curvatura e Torcao

Nessa secao, estamos interessados em definir, a cada ponto da curva, fungoes
que medem o quanto ela esta torcida ou curvada, isto é, se a curva é muito diferente
de uma reta ou se estd fora de qualquer plano do espaco. Primeiro, definiremos
uma funcao chamada de curvatura, que mede a cada ponto do dominio, a norma da
variacao do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco s. Naturalmente,
queremos que a reta tenha curvatura nula, pois ela nao difere da sua tangente em
ponto algum. Para facilitar a visualizacao, podemos comecar pensando apenas nas
curvas que estao contidas em algum plano. A figura 2.7 apresenta uma nocao de
curvatura em um ponto. B

a7

O vetor normal N , sendo paralelo a % por defini¢ao, também ¢é paralelo a %,

onde s é comprimento do arco definido pela curva da trajetéria de 7(¢). Assim,

dT .
— = kN 2.8

onde k(t) > 0 é uma fungdo escalar chamada de curvatura. Por outro lado,
calculamos a variacao do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco
s usando a regra da cadeia

ds  dtds dt|s'(t)|

onde s(t) é a fungao que mede o comprimento do arco dado pela expressao (2.6).
df‘(t)’
dt

, temos:

Usando o fato que? s'(t) = ‘

—

dT 1 dT

ds |0 dt
dt

2Teorema Fundamental do Calculo, parte 2
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Figura 2.8: Circulo de curvatura

POI‘l ant O, podemos escrever
H dT'(¢) ||
dt

K(t) = GONE
152l

Definimos também, para cada ponto ¢t do dominio, o raio de curvatura p(t) da
forma:

p(t) = (D)

O raio de curvatura tem a seguinte interpretagdo geométrica: considere um ponto
7(ty) onde da curvatura ndo é nula e defina o ponto 7(to) + #(to)N, chamado de
centro de curvatura. O circulo centrado no centro de curvatura e raio p(to) é
tangente a curva em t; e possui a mesma curvatura (veja a figura 2.8).

Exemplo 2.4.1. A curva descrita por 7 = acos(t)i + asen (t)], a>0,0<
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16 Célculo Vetorial

t < 27 é uma cincunferéncia. Sua curvatura pode ser obtida da seguinte forma:

d;it) = —asen (t)i + acos(t)],
dr(t)
| dt H = yJaZsen 2(1) + a2 cos?(t) = Va? = |a| = a,
B - t)i t)j - =
T() = asen (t)i + acos(t)] — sen (1)7+ cos()].

a

(2.9)

(2.10)

(2.11)
(2.12)

Exemplo 2.4.2. Dada a curva y = 22, vamos encontrar a curvatura e o raio de
curvatura no ponto x = 1. Primeiro, encontramos uma parametrizacao para essa

curva, por exemplo, 7 = ti + tQj Calculamos:

dr(t)

— =4 2t]
dt Z+ j?
|- v

dT'(t) At o 8t? 2 -
- + - + Js
Ja e VIR

dr(t) H _ B,

dt
dT (1) 47+< 8 2>q 4-02 -
= — VA _—— e = —— —7,
itV 5 Vs T Ve
[§
ar'(t)|| 16, 4 2
d | V5 5 5
Portanto, .
ar
dr 2
o) = bl
151 5v/5
) JB
5v5
p(l) = ——.

veja representacao geométrica na figura 2.8.
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2.4. CURVATURA E TORCAO 17

O leitor deve ter observado que conhecendo somente a curvatura nao é possivel
reconstruir uma curva a partir de um ponto dado. Um curva pode nao estar
contida em plano algum no espaco e, por isso, precisamos definir uma funcao
escalar, chamada torcao, que mede a magnitude da variagdo do vetor binormal. A
figura 2.9 apresenta uma ideia de tor¢ao: uma curva contida em algum plano no
espago tem tor¢ao nula e quando maior a variagao com respeito ao plano definido
por TeN , maior a tor¢ao. O leitor deve tomar cuidado na interpretagao da figura
2.9, pois se esticarmos indefinidamente a hélice circular representada, ela voltara
a se aproximar de uma reta, que tem torgao nula (veja problema 2.4.2). Sabendo
que a tor¢ao sera definida em termos da variagao do vetor binormal com respeito
ao comprimento de arco s(t), fazendo algumas observagoes:

dB  d ;= = dT - =
*(T)

AN
= N)=—XxXN+Tx —.
ds  ds % ds AN ds
Usando a expressao (2.8), temos que = kN, logo
dB = d]\7
_Tx 2L
ds ds
Isso implica que % é ortogonal aT. Mas, pelo teorema 2.1.2, temos que d—f é
ortogonal a B. Logo é paralelo a N ou seja, podemos definir
dB o
= 2.13

dB
0’ ds

esté no sentido de — N ; entao se P é um ponto sobre a curva movendo-se no sentido
positivo, B gira em torno de 7' como um parafuso de rosca direita sendo apertado
(veja a figura 2.10). Em alguns contextos, calculamos a médulo da tor¢ao, dada
por

onde 7 é chamado de tor¢ao. O sinal negativo tem um propédsito: quando 7 >

d£

ds

dr(
l ”)II

Ainda, definimos o raio de tor¢ao por

Podemos calcular 2¥ em termos da curvatura e da torcao:

d

dN d ;= = d L - dT
G _ Y BT = TFiEx Y
s = (BxT) =" oxT+Bx
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18 Célculo Vetorial

Torcao nula - Torcao pequena - Tor¢ao maior -

Figura 2.9: Ideia de torcao.

Usando as expressoes (2.8) e (2.13), escrevemos

dN Lo L
— = — 7N XxT+ B x &N.
ds

ou seja,

—

AN L

As equagdes (2.8), (2.13) e (2.14) sdo chamadas de Férmulas de Frenet-Serret.
Como esperavamos, se k = 0, entao Cin = 0, o que implica que T 11510 varia ao
longo da curva, ou seja, a curva é uma reta. Agora, se 7 = 0, entao % =0eBé
um vetor constante. Como B-T = B - % = 0, entao podemos integrar para obter
B- (7" —74) = 0, onde ro é um vetor constante da integracao. Logo 7 estd contido

no plano ortogonal a B.

Exemplo 2.4.3. Vamos calcular curvatura, raio de curvatura e o médulo da torgao
para a hélice circular 7(t) = cos(t)i 4 sen (t) + tk:

dr(t) = —sen ()i + cos(t) + k,
dt
dri(t)
=2
=
- _sen (t); cos(t) L g
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2.4. CURVATURA E TORCAO 19

i i k
5] — sen (t) cos(t) 1
B(t) V2 Vi VB

E 2.4.1. Calcule a curvatura, o raio de curvatura e o médulo da torcao das
curvas abaixo:

a) 7

acosh(t)i + bsenh (1), —oo <t < 00, a>0,b> 0.
b) 7= acos(t)i + bsen (t)k, 0 < t < 2w, a >0, b > 0.

c) T

acos(t)i+ asen (t) + ctk, t >0, a >0, ¢ > 0.

E 2.4.2. Dada a hélice circular ¥ = acos(t)i + asen (t) + ctk, t > 0, a >
0, ¢ > 0, calcule o valor de ¢ para que a tor¢ao seja maxima.

A curvatura e a torcado podem ser calculadas de maneira mais simples. Para
concluir isso, comegamos calculando as derivadas de 7. Usamos aqui que s'(t)

dz(tt) , obtida da equagao (2.6):

dF  dids

dt " dsdt
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20 Célculo Vetorial

“curvatura

Figura 2.10: Curvatura e Torcao
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2.4. CURVATURA E TORCAO 21

d>7 , dT
bl -
T +4 dt
= ST+ H HN
= ST+ (s)? HN

f;f = §"T+ s"C;T +25's"kN + s (/{CZX + IQ/]\_;)
= §"T+ s"s'kN + (25'5”%& - SIQH/) N

+ §%k(—kT + 7B)

= (s’" K> '3) T+ (33"3’/{ + 3'2/4) N + k7B,

onde usamos as expressoes (2.8) e (2.14). Agora, tomamos os seguintes produtos:

dr &7 5 5 ar  d*7 d*F
— X — = 5"kB e — X —— - —— = §9%2T.
dt  dt? dt  dt* dt3
Isso implica em
drr &7 P i &r & _|die & ?
— X — || =15’k e — X === == X —| T
dt  dt? dt  dt? dt3 dt — dt?
ou seja,
4% >
| “3 (2.15)
e
T v 437
— dt dt? " a3
— W. (2.16)
dt dit?

Observacao 2.4.1. Uma aplicacdo natural é a decomposicao da aceleragdo em
suas componentes tangencial e normal. Observe que
dr — a
— =0=0T=5T
dt
L m g =
a=vT+v°kN.
Concluimos que a aceleragao estd no plano normal a B e possui componentes
tangencial e normal:
a=arT +ayN,
onde ar = v’ e ay = v?k. Entdo, se a velocidade possui normal constante, temos
que v = 0 e a aceleragdo possui apenas componente normal.
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22 Célculo Vetorial

Exemplo 2.4.4. Consideremos agora, a curva gerada pelas seguintes equacgoes
paramétricas:

x(t) = cos(t) y(t) = sen (t) z(t) = f(t).

Onde f(t) é uma funcao dada. Observe que a projegao desta curva no plano xy é
uma circuferéncia de raio 1. A curva é, portanto, gerada pela trajetéria de ponto
cuja projecao do movimento no plano xy é cirvular e a altura é dada pela funcao
f(t). Podemos calcular a curvatura e a torgao conforme a seguir:

F(t) = cos(t)i+sen ()] + f(t)k

le:; = —sen (t)i +cos(t)] + f(t)k
e —cos(t)i —sen ()] + f"(t)k
i i n(t)j
T~ en ()7 = cos(t)] + " (OF
T3 = sen(t)i—cos(t);
Assim, calculamos:
ar  d*r " Tk
= [ cos(t) + £/ (B)sen ()] T+ [~ (1) cos(r) + /(1) sem (1] + F
ar  d*v

W Ty = f)+ ()
Wrdﬂzzﬁ+wwHﬁww
1) = i o

E finalmente, obtemos:

I+ (P02 + (1)
2 3/2
( )
<>ﬂm
L+ () + (f (1)

Podemos, agora, explorar diversos casos particular:

a) Caso f(t) = c¢ constante. Neste caso, recaimos na circunferéncia de raio 1,
cuja curvatura é 1 e a torcao é nula.

b) Caso f(t) = ct com ¢ constante Recaimos na hélice cicular uniforme, ji
estudada, cuja curvatura ¢é e a torgao ¢é

1+ 2 l+02
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2.4. CURVATURA E TORCAO 23

c)

Caso f(t) = ct? com c constante. Recaimos na hélice cicular com espaga-
V424144 22

mento linearmente crescente, cuja curvatura é dada por (Ltaczy T
C

e cuja

A A o
torgao ¢ dada por 2 ;7 7o

Caso f(t) = sen (t). Recaimos na elipse de semieixos 1 e v/2 no plano y = z.

V2 377 € a torgao ¢ nula.

Neste caso, a curvatura é k = —=—-
(1+4-cos(t)?)

Caso 7 = 0, isto é, f'(t) + f"(t) = 0, o que é equivalente a f(t) = a +
bcos(t)+csen (t) onde a, b e ¢ sao constantes. Recaimos na elipse de semieixos
1 ev1+0b>+c? no plano z = bxr + cy. Neste caso, a curvatura é k =

Vb2+c2+1
(1—bcsen (2t)+c? cos?(t)+b2 sen 2(t))

573 € a torcao ¢ nula.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

E 2.4.3. Considere a hélice dada por

r = acos(t),
= asen (1),
z = ct,

onde a > 0.

a)

b)

c)

Encontre a curvatura desta hélice usando a férmula

Encontre a tor¢ao desta curva usando a seguinte formula para calcular o
vetor binormal unitario:

B =

(1) x 7'(t)
ol

Encontre a torcao maxima e a tor¢ao minima para um dado a.
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24 Célculo Vetorial

E 2.4.4. Considere as funcoes vetoriais dadas por

-

f(t) = cos(mt)i + sen (mt)]
gty = cos(mt®)i + sen (7t%)]
Verifique que ambas parametrizam a mesma curva quando —1 <t < 1. Verifique

se as parametrizagoes sao regulares e compare o comportamento da derivada em
t = 0. Que consequéncias isso tem para a existéncia do vetor tangente unitario?

E 2.4.5. Uma motocicleta percorre uma trajetoria circular de raio 20m com
velocidade constante em modulo. A motocicleta podera derrapar se a aceleracao
normal exceder 2m/s®. Qual é a velocidade méxima do motocicleta para que ela
nao derrape?

E 2.4.6. Mostre que se ay e arp indicam as aceleracdes normal e tangencial,
respectivamente, entao

|a|* = a + a
onde @ é o vetor aceleracao.

E 2.4.7. Mostre que a curvatura do grafico da funcao
y=[f(z)
sobre o plano xy é dada pela expressao

@l
(1+ /@)

k(z) =

Use esta expressao para obter a curvatura das seguintes curvas planas:
a) y=ar+b

b) y =+va?> — 2% —a < x < aondea>0.
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2.4. CURVATURA E TORCAO 25

Como vocé interpreta os casos a) e b) 7 As curvas dos itens c) e g) possuem
pontos onde a curvatura é zero. Que implicagdo isso tem sobre a existéncia do
vetor normal unitario N7 Interprete geometricamente.

E 2.4.8. Calcule o valor minimo e o valor maximo do raio de curvatura de
uma elipse de semi-eixos a e b quando 0 < a < b. O que acontece quando a = b?
Quais sao os semi-eixos da elipse cujo raio de curvatura varia entre 50m e 400m?

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 3
Superficies

—

Neste capitulo, estudamos fungoes vetoriais do tipo f(u,v), ou seja, uma fungao
que associa um ponto do plano real a vetores no espago.

3.1 Funcgoes vetoriais de duas variaveis reais -
superficies

Uma funcgao vetorial de duas varidveis ¢ uma funcao da forma
7: Dy x Dy — R3,

onde D; x Dy C R? é o dominio de defini¢io de 7 e (u,v) € Dy x Dy sdo os
parametros ou as coordenadas de superficie. Em coordenadas cartesianas, uma
funcao vetorial assume a seguinte forma:

—

Fu,w) = 2(u,0)i + y(u,v)] + 2(u)k
Exemplo 3.1.1. Sao exemplos de fungoes vetoriais
a) flu,w) = sen (u)i + cos(v)] + uvk
b) §(u,w) = sen (u) cos(v)i + cosh(u) senh (v);] + uk

Uma superficie no espago pode ser representada pelo conjunto de pontos de
uma fungao vetorial 7(u,v) ndo constante em todo o seu dominio. A seguinte
interpretagao ajuda entender essa fungao: se fixamos v e temos que 7(u,v) descreve
uma curva e 7, (u,v) é um vetor tangente a essa curva. Da mesma forma, se fixamos
u temos que 7(u,v) descreve uma curva e 7, (u,v) é um vetor tangente a essa curva.
Se essas curvas nao forem paralelas, temos um sistema de coordenadas curvilineo
para escrever todos os pontos da superficie. Pense no globo terrestre, o medidiano

26
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Figura 3.1: Um esfera centrada na origem com meridianos e paralelos tracados.

de Greenwich e a linha do Equador: o globo como uma superficie, Greenwich e
Equador como duas curvas e longitude e latitude como um sistema de coordenadas
curvilineo, veja Figura 3.1 Observe que esse sistema curvilineo fica bem definido
quando 7, e 7, nao sao paralelos nos pontos do dominio. Chamamos de superficie
regular aquela que satisfaz

Ty X 7o # 0.
Exemplo 3.1.2. A superficie
7 = asen (u) cos(v)i+asen (u)sen (v)j+acos(u)k, a >0, 0<u<m, 0<v<2r
descreve uma esfera centrada na origem e raio a. De fato, colocando

xr = asen (u) cos(v), y = asen (u) sen (v) e z = acos(u),

temos que

m2+y2+z2:a2.

Além disso, se (z,y,z) é um ponto qualquer nesta esfera, entao existem u e v

na parametrizacdo. Para tal, basta escolher u = cos™! (i) e escolher v € [0,27)
tal que:

COS(U):asefl(u) e Sen(v):aseryl(u)’ u#0 e u#m.

3.2 Quadricas

A figura 3.2 apresenta uma lista das principais quadricas estudadas na disci-
plina de Célculo Diferencial e Integral com fungoes de vérias variaveis. As equagoes
sao as seguintes:
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28 Célculo Vetorial

2 y
?+b—2.

2

y?
72+b72+§

a) Cone eliptico: z

b) Elipsdide: =1

2

2 P
¢) Paraboléide Eliptico: z = — + =
a’> b

2 2
d) Paraboléide Hiperbolico: » = —— — %
a2  b?

2 2 2
e) Hiperboléide de uma folha: 5 IR |

b2 2

f) Hiperboldide de duas folhas: B +—==1
a

Paraholdide Hiperbdlico Hiperboldide de uma folha Hiperboldide de duas folhas

Figura 3.2: Quadricas

3.3 Caso particular onde a superficies é definida
por uma funcao

O caso particular da superficie representada por uma fungao z = f(z,y), po-
demos assumir uma parametrizacio natural ¥ = ui +vj + f(u, v)k Analogamente
para os casos y = f(z,z) ou x = f(y,z), podemos assumir, respectivamente, as
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3.4. VETOR UNITARIO NORMAL 29

parametrizacoes 7 = ui + f(u,v)]_"qL vk ou 7 = f(u,v);—l— V) + uk. Para o caso
z = f(x,y) (analogamente para os demais), a condicao 7, x 7, # 0 assume a forma

i 7k
Fu X Fv = 10 fu(u,v)
0 1 foluw)

Isso implica que 7, X 7, # 0, ou seja, a superficie é regular. Voltaremos a discutir
esse assunto nos proximos capitulos, quando o vetor gradiente estiver definido.

3.4 Vetor unitario normal

Para os fins de teoria de integracao sobre superficies, que discutiremos mais
adiante, é fundamental definir o vetor unitario normal. Dado uma superficie e um
ponto nela, dizemos que um vetor é normal & superficies, se ele é perpendicular
no ponto a cada curva contida na superficies. Em especial, um vetor normal
a superficies no ponto zg = z(ug,v0), Yo = y(uo,v0) € 20 = 2(ug,vp), deve ser
perpendicular as curvas 7(ug,v) e 7(u,vg), isto é, as curvas geradas quando se fixa
um dos parametros ug ou vy, respectivamente. Assim, podemos concluir que cada
vetor normal estd da mesma direcao do produto vetorial 7, x 7,. Finalmente, o
vetor normal unitario deve ter normal unitario, portanto, deve ser da forma:

Ty X T

A=+ (3.1)

[

Aqui o sinal indica para qual lado o vetor normal aponta.
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Capitulo 4

Campos vetoriais

4.1 Campos escalares e campos vetoriais

Campo é termo usado para designar fungoes definidas em uma porcao do es-
paco tridimensional (ou bidimensional), isto é, fungoes cujo dominio D é um sub-
conjunto de R? (ou R?). Trabalharemos com dois tipos de campos: os campos
escalares e os campos vetoriais. Os campos vetoriais sao funcoes cuja imagem ¢é
composta de vetores no R?, ja a imagem dos campos escalares sao nimeros reais,
isto é, escalares.

Exemplo 4.1.1. Sao exemplos de campos escalares.

a) A fungdo que liga a posi¢ao de um ponto dentro de uma sala a temperatura
neste ponto.

b) A pressao do ar como fungao da posi¢ao na atmosfera.

¢) f(x,y,2) = 100 + 20e~ VZFv*+2*,

d) flzy,2) =77 =212+ 9>+ 2% onde 7 = xi + yj + 2k .
Exemplo 4.1.2. Sao exemplos de campos vetoriais.

a) A fungao que liga a posigao de um ponto dentro de uma fluido a velocidade
(vetor) neste ponto.

b) O campo magnéticos, elétrico, gravitacional etc.
) Fzy,2) =i+ zj — yk.
d) Fzy,z)=7xk
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4.2 Representacao grafica dos campos vetoriais

Um campo vetorial é representado graficamente por um conjunto de setas par-
tindo de pontos (z,y,2) e de comprimento proporcional ao médulo de F(x,y,z) e
mesma dire¢ao e sentido de F(z,y,z). O conjunto de pontos é escolhido de forma

arbitraria de forma a permitir interpretar o campo.

Exemplo 4.2.1. Represente graficamente o campo vetorial F' (ry) = \/QZ, y > 0.

[ i

- - - - - - - - -
- - - - - - - - -
- - - - - - - - -
L L L L - - - - L
- - - - (). 5= - - - -
Ll Lo Ll Lol Lol L L Ll Lo
- - - - - - - - L
- - - - - - - - -

X

t -

1 —0,5 0 0,5 1

Exemplo 4.2.2. Represente graficamente o campo vetorial ﬁ(:z:,y) = a1, y > 0.
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14 Y
- - - - - (]:8 - - - - -
i - = - - [;]6 - - - - -
- - - - - - - - - -
0,4
- - = R - - - - | |
0,2
i - -l - - ! - - - - -
T
—ﬂ—ﬂ—ﬂ—-—'—ﬂ——'—-—-’—ﬁ'—”
-1 —0,5 ) 0,5 1
-~ - ] R - - - - | |
0,2
i - -l - - - - | - -
—0,4
= e | = - = = - - - -
—0,6
il -l i} Al - : - - - | |
- - - - —0,8 - - - - -
-1
Exemplo 4.2.3. Represente graficamente o campo vetorial ﬁ(az,y) = —yi + zj.
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4.3 Calculo com o operador nabla

4.3.1 Operador v

No célculo vetorial, o operador ﬁ, pronunciado nabla ou del, é um simbolo
usado para denotar uma série de operadores diferenciais definidos em campos es-
calares e vetorias, como gradiente, divergente e rotacional. Ele é definido simboli-
camente como:

V=i—+j +k— (4.1)
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34 Célculo Vetorial

Rigorosamente falando, o operador del ndao é um operador diferencial, mas um
mnemonico que ajuda a lembrar de uma série de operadores diferenciais:

Vf = ;8f+jai+kl (Gradiente),

ox Jy 0z
g oFy, 0F, O0F; .
o= D
\% pe + dy + P (Divergente),
R 0F;  0F, 0F, OF; -~ (0F, O0F ,
V xF ( oy 0 ) +J ( % on > +k ( o oy ) (Rotacional)

O rotacional pode ser representado pelo seguinte determinante simbdlico, que fun-
ciona como um mnemonico para lembrar facilmente de sua defini¢ao:

i 7k
Vi 7_| o o 90
VxF = % 5
B Es

Exemplo 4.3.1. Calule o gradiente do campo escalar dado por f(z,y,z) = zy + z.

V8 L A R ) S-S
Vf = za——l— o /{:a——yz+xj+k (4.2)

Exemplo 4.3.2. Calule o divergente e o rotacional do campo vetorial dado por
F = (yz+ )i+ 2%] + 2°k.

- = aFl 8F2 0F3 2 9
V.- F = =14+0+32"=3 1 4.3
Ox * dy * 0z O+ i (43)
ik
o F— d 9 0
VXF = S (4.4)
yz+x 22 23

= (0-22)i+(y—0)j+(0—-2)k
= 2z + yj'— 2k,

Exemplo 4.3.3. Dado o campo vetorial dado por F= x5f+y25, calcule o gradiente
do divergente,VV - F', de F

. OF, OF, OF, A
\Y 8x+8y+8z bx® + 2y (4.7)
VV-F = 202% +2j (4.8)
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4.3.2 Operadores diferenciais de segunda ordem

Operadores diferenciais de segunda ordem podem ser definidos através da com-
posi¢cdo de operadores diferenciais de segunda ordem. Combinando o gradiente,
rotacional e divergente, encontramos as seguintes possibilidades:

V.-Vf (Divergente do gradiente ou laplaciano) (4.9)

V x Vf (Rotacional do gradiente) (4.10)
VV.F (Gradiente do divergente) (4.11)
V-VxF (Divergente do rotacional) (4.12)
VxVxF (Rotacional do rotacional) (4.13)
(4.14)

As expressoes VXV fe V-V x F sao identicamente nulas para campos duas vezes
continuamente diferenciaveis, o que pode ser provado por simples inspecao:

ik
VxVf = | 2 2 2 (4.15)
of of of
or Ody 0z
- *f  0*f
- (8283/ B 8y82> (4.16)
-( 0% 9%
T (39&82 a 8289&) (4.17)
- 0%f 0 f
+ ok <8y8x . 8xay> (4.18)

Sob a regularidade exigida, as derivadas parciais podem ser comutadas e cada
termo do rotacional é nulo, isto é:

V-VxF = 0 (4.19)

A demonstracao é andloga para o divergente do gradiente.

Exercicios resolvidos

ER 4.3.1. Mostre que V- (ﬁf X ﬁg) =0
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Solugao.

= 69‘ (6 X 6f) +§f (6 X 69) tab(11) com F = Vfe G = Vg.
= 0 tab(8)

O

ER 4.3.2. Simplifique V x (_ﬁFH) + F x [ﬁ X V x ﬁ} + F x V2F e mostre
que esta expressao equivale a (V - F)(V x F)
Solugao.
E = ﬁx(ﬁﬁ-ﬁ)+ﬁx[ﬁxﬁxﬁ}+ﬁxﬁ2ﬁ

= Vx (ﬁﬁ-ﬁ)+ﬁx |:§X6Xﬁ+62ﬁ]

= ﬁx(ﬁﬁ ﬁ)+ﬁxﬁ(ﬁﬁ) tab(10)

= [VV-F)x F+(V-F)(V x F)| + Fx V(V-F), tab(6) com f =V -F.

= (V-F)(VxF)

Onde se usou que AxB=-BxA.

— —

ER 4.3.3. Verifique tab(10), isto é, V x V x F = VV - F' — V2F para
F = x2y;+ xyzf+ z2yE.

Solugao.

-
<.
o}

0 0 o)

<
X
Bl
I

Oz dy 0z

2y xyz 2%y

= (22 —a:y) i+ (0—0);’—1— (yZ—LL‘Q)/;”
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i i k

V x V x = 9 3 9

VxVxF = = = =

(22 —zy) 0 (yz—2?)
= (z=0)i+(22422) ]+ (0+2)k
V(V-F) = V(2zy+ a2z + 2y2)

= (Qu+2)i+4 2z +22)]+ (x + 2k

ViF = 2y?+ O;’—i— QyE

Vemos que a identidade se verifica.
¢

4.3.3 Derivada direcional e gradiente
ER 4.3.4. A temperatura da um ponto P(z,y) de uma placa metélica é:
Ty
T =7

Encontre a taxa de variacao da temperatura em (1, 1) na diregao do vetor @ = 2i—.
Solucgao. Primeiro normalizamos o vetor @ para obter o versor com sua direcao e

sentido:

i 20 — j

o la v2r+12

V5w -
= ?(22—j>.

£

Agora calculamos o gradiente da funcao dada:
N 1 — 2 2\~ 1 2 2\ 7
STz, y) = y(1 —z* + )i+ a( i’ )j
(1422 + 42)
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38 Célculo Vetorial

Substituimos no ponto r =y = 1:

i+

()

VT(1,1) =

A derivada direcional é dada por:

i-VT(1,1) =

4.3.4 Divergente
4.3.5 Rotacional

4.4 Identidades envolvendo o operador nabla

Nesta secao, discutimos alguma identidades envolvendo o operador V. Sejam

—

f = flzy,z) e g = g(z,y,2) campos escalares e F = ﬁ(x,y,z) e G = G(z,y,2)
campos vetoriais. Entao, valem as identidades da tabela 4.1.

4.5 Campos conservativos

Definicao 4.5.1. Um campo ﬁ(x,y,z) é dito conservativo se existe um campo
escalar o(x,y,z) tal que

ﬁ(x,y,z) =V
Neste caso ¢ é chamado de campo potencial de

—

F(z,y,2)

Observacao 4.5.1. Campos conservativos também sao conhecidos como campos
gradientes ou campos irrotacionais, este tltimo nome advém do fato que

V x F(z,y,z) =V x Vo = 0.
Esta identidade ¢ oriunda da Tabela 4.1, item 8.
Exemplo 4.5.1. O campo F = 2zyi + 22] 6 conservativo por F = V (z%y).

Teorema 4.5.1. Seja F : R3 — R3 um campo vetorial continuo e V x F = 0,
entao I € conservativo.
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Tabela 4.1: Tabela do operador v

1. V(f+g)=Vf+Vyg

2. V- (F+G)=V - F+V-G

3. Vx (F+G)=VxF+VxG

4. V(f9)=fVg+gVf

5. V- (fF)=(Vf)-F+f(V-F)

6. ﬁx(fﬁ =VfxF+fVxF

. \Y W:Wf:gi‘éJrngergz,

onde V2 = 2, + 2 4 2. ¢ o operador laplaciano

8. Vx (Vf)=0

9. V- (VxF)=0

10. ﬁx(ﬁxﬁ)zﬁ(ﬁ ﬁ)—ﬁQﬁ

11. V- (FxG)=G-(VxF)-F-(VxGq)

. Vx (FxG)=(G-V)F-G(V-F)-

~(F-V)G+F(V-G)

. V(F-G)=(G-V)F+(F-V)G+
+ﬁx(§xé)+éx(qxﬁ>

14. Vo(r) = ¢'(r)?
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Demonstragao. Como VxF= 6, temos:

o _ on, am
on _ on aan
8(;;3 = a;;l (4.22)

Defina, agora, a funcao ¢ : R® — R dada por

o(xy,z) = /Ox Fi(s,y,2) + /Oy F5(0,s,2) + /Oz F3(0,0,s).

Basta provar que ﬁgo(a:,y,z) = F, isto é
(;SZO = Fi, (4.23)
(;S; = F, (4.24)
gf = Fs. (4.25)

A primeira desigualdade advém diretamente do teorema fundamental do célculo.
Para obter a segunda desigualdade, derivamos o potencial em relagao a y:

0
@W(xyyaz) = // a*Fl s,y,2)ds + F5(0,y,2)

= [ s Bswds + F02)
0
= (Fg(i’,y,Z) - F2<an7z)) + F2(07yaz) = Fg(l',y,Z)

Onde usamos a Identidade 4.21.
Finalmente, para obter a terceira desigualdade, derivamos o potencial em re-
lacao a z:

9 layz) = /xaF( )d +/yaF(Osz)ds+F(00z)
azgp x,Y,z - 8 1(8,Y,z)as a 2 3

= /ngyzds+/ —Fg(),s,zds—i—Fy,(OOz)
:t/@Hy@—EQW»H&QWFFM&m+&@W)
0

= Fg(l‘,y,Z)

Onde usamos as Idendidade 4.20 e 4.22. O
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4.6 Campos radiais e potenciais centrais

Campos radiais vetoriais sao campos da forma F' = f(r)#, isto é campos veto-
riais cujo médulo depende apenas da distancia até a origem, isto é, de r = ||7]| =
Vx? 4+ y? + 2?2 e cuja direcao é sempre paralela ao vetor posicao, r.

Exemplo 4.6.1. Represente graficamente o campo vetorial F = 7 no plano xy.
1
1,0 i -

A O L Y Y A
>

. \
.

0,6

A ¢
el

‘\ . ‘\‘\ ‘ /” /”’
0,4
' - W \ % . $ i « r4 v v
U.'- 2 - = - - - ‘ . - - » >
¥y 00— - == - - 0 - - -
—U 9 | il itk i -~ # ' u T, Tl 1 B
P » » 1 ' A\ Y A T i,
—0,4
P 2 S S S B TR W W Y
—0,6
P A SN R TR T S A
_U- 8 | // Vi ! | | \ N,
A S S S ¢ L T W \
1.0k | i
~1 ~0,5 0 0,5 1
H

Esta secdo (ou subsegao) estd sugerida. Participe da sua escrita. Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

ER 4.6.1. Um exercicio.

Solucao. Resolucao do exercicio. O

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

E 4.6.1. Um exercicio.

4.7 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

E 4.7.1. Um exercicio.
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Capitulo 5

Integral de Linha

Neste capitulo, estudamos a integral de linha e teoremas relacionados.

5.1 A integral de linha para um campo escalar

Para um campo escalar f : D — R, D C R?, a integral de linha ao longo de
uma curva suave por partes é definida por

b
[ feas= [ 5]
C a
onde 7 é uma parametrizagdo para C' tal que 7(a) e 7(b) sdo os pontos iniciais e
finais da curva.

5.2 A integral de linha para um campo vetorial

Para um campo vetorial F:D— R3, D C R3, a integral de linha ao longo de
uma curva suave por partes C' é definida por

/Cﬁ(f‘) i = /ab F(r(t) - #(8) dt

onde 7 é uma parametrizagao para C' tal que 7(a) e 7(b) sdo os pontos iniciais e
finais da curva, que estd no sentido 7(a) — 7(b).

43
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5.3 O Teorema Fundamental para Integral de Li-
nha

Teorema 5.3.1. Seja F um campo vetorial deﬁmdo numa regiao R do espago e
Po(z0,0,20) € Pi(x,y,2) dois pontos em R. Se F é conservativo , isto €, F = Vi
para algum potencial ¢, entao

/ Frdi = p(e.4.2) — o(200.20), (5.1)
C

para qualquer curva C' suave por partes em R com inicio em Py e extremidade em

P.
/ﬁﬁ
C

Reciprocamente, se
¢ independente da curva que comeca em Py e termina em Py, entdo o campo é
conservativo.
Demonstracio. Sem perda de generalidade, suponha C' uma curva suave parame-
trizada por 7(t) = z(t)i + y(t)] + z(t)k, to < ¢ < 1, com infcio em r(tg) Pye
fim em 7(¢;) = P. Entao, supondo que F é conservativo, isto ¢, F' = Vgp, temos

/ﬁdfz/ﬁwﬁ
C C

n 0o Op- Op- (9.1'—» oy- 0z~
= —i+—7+ =k i 2k at
/t ( o Ty Tat) et T T

dpdx  Opdy  0p0z
A(mm+@m+&&dt

Usando a regra da cadeia, temos que o termo

Do _dpdx  dpdy  0s0:

Dt Oz ot Oy ot 9z ot

¢ a derivada total de ¢ com respeito a t. Logo, pelo Teorema Fundamental do
Calculo, temos:

— . Dgp
/CF-dr = . Di —dt
p((t1),y(t),2(t1)) — p((to)y(t),2(to))
= go(x,y,z) - @('TO;yO;ZO)'
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Reciprocamente, dado que a expressao (5.1) é valida para qualquer curva C' que
liga dois pontos na regidao, definimos a fungao

o Pl = (m,y,z) N
c Py (%0,90,20)

onde C' ¢ uma curva qualquer que comega em Fy e termina em P. Mostraremos
que ¢ é o potencial do campo F = Fi+ ng + ng ou seja, F = Vgp De fato,
observe que

(otArys) s
( (

£0,40,20) £0,90,20)
(z+Azy,2) (zo.90,20)

= / F- df—i—/ F-dr
(%0,90,20) (z,y,2)
(z+Azy,z)

- / F.dr
(z,9,2)

Parametrizando um caminho reto entre (z,y,2) e (r+ Ax,y,z) por 77 = ti+yj+ 2k,
r <t <Az, temos:

z+Ax

r+Azx
_ / (Fii'+ Faj + Fsk) - idt

T+Ax
= / Fi(ty,z)dt.
Logo, pelo teorema do valor médio,
QO(I + AI,y,Z) — QO(ZE,y,Z) 1 /erAx
= — Fi(t dt
AJI AJI 1( 73/7'2)
1
= FxFl(g,y,Z), $§§§$+A$
Portanto,
&p - ] SO(‘T + Ax7y72) B SO(IJJ?Z)
— = lim
ox Az—0 Ax
1
- Alzlcl_nm FF1(£7yaz)
= Fi(z,y,2).
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46 Célculo Vetorial

Analogamente, podemos demonstrar que

Op _ Op _
aiy — Fg(l',y,Z) € Oz - Fg(flf,y,Z),

—

ou seja, F' = V. O]

5.4 Relacao entre campos irrotacionais e conser-
vativos
Teorema 5.4.1. Seja F um campo vetorial definido numa regido R do espago.

Entao F' € conservativo , isto é, F' = V¢ para algum potencial ¢, se e somente se
F € irrotacional, , isto é, V x F' = 0.

Demonstracao. Se Fé conservativo, isto é, F = 690, entao pelo item 8 da tabela
de indentidades 4.1,

VX F=VxVp=0.
Reciprocamente, dado F= Fii+ ng'—i— F;,E com

i 7k
Vi n_| o o9 o8 |_{0
VXxF= 5 By 5| 0,
F, Fy Fj
temos OF OF
3 2
o8 _ T2 5.2
or 0F3
oL _ 73 5.3
0z ox (5-:3)
e
OFs oF,;
—_— = — 5.4
ox dy (54)
Agora, defina
QO(.I?y,Z) = / ﬁ ' d'Fa (55)
c

onde C' é a curva que liga os pontos (z9,y0,20) ao ponto (x,y,z) através das arestas
do paralelepipedo de vértices (xo,Y0,20), (Z,40,20), (T0,¥,20), (,4,20), (T0,Y0,2),
(z,Y0,2), (70,y,2) € (x,y,2). Isto é, C pode ser escrito com a uniao de trés segmentos
de retas, C' = C U Cy U (3, com as seguintes parametrizacoes:

CL:Fi(t) =ti+yo) + 20k, w0 <t<u,
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Cy = P(t) = 21 + ] + 2ok, yo <t <y

Cs :Fg(t):x;—I—yj—i-tlg, 20 <t<z.

Mostraremos que ¢ ¢ um potencial para o campo F,isto é, F = ﬁgp. De fato, da
equacao (5.5), usamos as parametrizagoes das curvas C, Cy e C3 para obter

o(xry,z) = /ﬁ-d?—l—/ ﬁ~dF+/ F-dF
C1 Ca C3
z y o,
_ /F~F'1(t)dt+/ F-F;(t)dtnt/ Fo (bt

Zo Yo 20

T y z
_ / Fu(tyo,0)dt + / Fy(at20)dt + / Fy(wyt)dt.  (5.6)

Zo Yo 20

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, derivamos a expressao (5.6) em z e obtemos
a ultima componente do campo:

0
87(5 = Fg(l’,y,Z)- (57>
Agora, derivamos a expressao (5.6) em y
0
S Fy(2,y,20) / Fs(z,y,t)d
Ay %

OF5(x,y,t
= FQ(I7y7ZO) + /;0 ?’(&yy)dt

20y (x,y,t
- FQ(xvyv'ZO)_'_/ M

dt.
2 0z

onde usamos a expressao (5.2) na tultima passagem. Assim, usamos o Teorema
Fundamental do Calculo para obter

0
8(; = Fy(,y,20) + Fo(2,y,2) — Fo(2,y,20) = Fa(2,y,2). (5.8)

Finalmente, derivamos a expressao (5.6) com respeito a x:

0 5
aii = F( 7y0720)dt+ 8 F2(x’t7z0 dt+ / F3 .y, t
Y F F
Yo 20
v OF :oF
= Fl(x,yo,zo)dt+/ al(g’t’zo)dt+/ Wdt,
Yo Yy 20 z
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onde usamos as expressoes (5.3) e (5.4) na ultima passagem. Assim, usamos o
Teorema Fundamental do Célculo para concluir que

9

afE = Fl(l‘ay(hz()) + Fl(xayaz()) - Fl('r)y()az[)) + Fl('rvy)Z) - Fl(xvyaz())

= Fl(x,y,z) (59)

Portanto, das expressoes (5.9), (5.8) e (5.7), concluimos que F =V, ou seja,

F' é um campo conservativo. O
5.5 O Teorema de Green

Teorema 5.5.1. Seja C' uma curva simples, fechada e derivdvel, D a regido do
plano delimitada por C', e P e () duas funcoes reais de varidvel real com derivadas
parciais continua numa regiago contendo D, entao:

/C (Pdz + Qdy) = //D (gﬁf — Zj) dA.

Em termo de notacao, também se costuma usar 560 para enfatiza que o caminho
C € fechado. Nesse caso, supondo F' = Pi+ Qj, podemos escrever o teorema da

forma
yéﬁ-df://D (gg—‘z]D dA.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

Capitulo 6

Integral de Superticie

Neste capitulo, estudamos a integral de superficie e teoremas relacionados.

6.1 Definicao de integral de superficie para um
campo escalar

Seja h : R* = R, h = h(z,y,z), um campo escalar definido em todos os pontos
de uma superficie regular S. Assumimos que 7(u,v) = z(u,v)i + y(u,w)j + 2(uw)k,

(u,v) € R C R? seja uma parametrizagao para S. A integral de superficie de h
sobre S é definida por:

//S hd5 = //R h(a(u,),y(u,0),2(u,0)) |7y % 7| dudo, (6.1)

onde dS é o elemento infinitesimal de drea sobre a superficie.
Exemplo 6.1.1. Considere a esfera de raio a
7 = asen (u) cos(v)i+asen (u)sen (v)j+acos(u)k, a >0, 0<u<m, 0<v<2r

e o campo h(z,y,z) = 1. Vamos calcular a area da esfera dada por ffs hdS.
Comecamos com as derivadas parciais de 7, dadas por

7, = acos(u) cos(v)i + acos(u) sen (v)] — asen (u)k

-

7, = —asen (u) sen (v)i + asen (u) cos(v)J.

49
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Entao, temos

i 7 k
Tu X Ty = acos(u)cos(v)  acos(u)sen (v) —asen (u) (6.2)
—asen (u)sen (v) asen (u)cos(v) 0

= a?sen 2(u) cos(v)i + a®sen 2(u)sen (v)] )
+  (a*cos(u) sen (u) cos*(v) + a* cos(u) sen (u) sen *(v))k )
= a®sen 2(u) cos(v)i + a®sen %(u)sen (v)] + a? cos(u) sen (u)k.

|7w X 7|l = a2\/sen 4(u)(cos?(v) + sen 2(v)) + cos?(u) sen 2(u)
= a® \/sen 4(u) + cos?(u) sen 2(u)
= a’sen (u) \/sen 2(u) 4 cos?(u)

= a’sen (u).

onde usamos que 0 < sen (u) < 1, visto que 0 < u < 7. Portanto,

//hdS - // )2 ()| x 7 || dudv
5 21
= / /a sen (u)dudv

2ma’?

a® [ cos(u)]]

= 4ma’.

6.1.1 Superficie definida como funcao de duas variaveis

Nessa se¢ao, vamos calcular a versdo particular da definigao (6.1) quando a
superficie é definida como funcao de duas varidveis, isto é, z = f(z,y) ouy = f(z,2)
ou ainda x = f(y,z). Considere o caso onde a superficie S é dado pela funcao
f:DCR, DCR? 2= f(x,y) (0os outros dois casos sdo anélogos). Uma
parametrizacao para a superficie S é

—

Fl,y) = 21 +yj + flzy)k,

Calculamos as derivadas 7, = i + sz, ey = i+ fylg e fazemos

PR
Roxf=| 10 f| = hitRTHE
01 f,
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Agora, definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(z,y,z) = 0, isto é,
G(zy,z) = z — f(x,y) e observamos que

7, x 7, = VG. (6.3)

Analogamente, em qualquer dos outros dois casos y = f(z,z2) ou z = f(y,2),
definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(z,y,z) = 0 e a expressao
(6.3) continua valida, isto é,

7ox 7 =VG ou 7, xi. =VG.

Portanto, a versao da definigdo (6.1) para o caso onde a superficie é definida por
uma funcao de duas variaveis f é dada por

//Shdsz//RhWGHdA, (6.4)

onde R é o dominio de h e h deve estar sobre os pontos da superficie.

Exemplo 6.1.2. Vamos calcular novamente a integral de supeficie do exemplo
6.1.1. Considere a equacao da esfera de raio a, 2% + y*> + 22 = a® e o campo
h(z,y,z) = 1. Vamos calcular a drea da superficie da esfera dada por [J. g hdS. Para
aplicar a expressao (6.4), separamos a esfera em duas superficies: S; de equagao

z = h(zy) = va? —x? —y? e Sy de equagdo z = hy(z,y) = —va? —x? — y°.

Assim,
//hdS:// hdS+// hdsS.
S S1 Sa

Definimos G1 = z — v/a? — 22 — y? e Gy = z + /a? — x? — y? e calculamos

= € - Yy - 7
VG, = i+ +k
1 VaZ — 2% — 2 \/a2—x2—y2‘7
e . y
VG = — i— j+k
2 V-2 -2 Ja 22— y2j
Logo,
= = 2+ y? 2+ y? +a? —a? —y? a
||VG1||:||VG2H:\/ag_xz_yz""l:\/ a — 12 — 42 T VEZ 2

Como h(z,y,z) = 1, temos:

a a a
hdS = dA dA =2 dA
//S //zvva2—$2—y2 +//Dx/a2—x2—y2 //JD\/CL2—I2—ZJ2 ’
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onde D ¢ o disco de raio a no plano xy. Portanto, integrando em coordenadas
polares, temos:

a
hdS = 2 dyd
2 a a
2 ——rdrdf
/0 /0 L rir
@ 2r
2 —d
7T'CL‘/0v mr

_ 2 __.21¢
~ oy lar]
/2 |,

= 4rd’.

6.2 Definicao de integral de superficie para um
campo vetorial

Considere S uma superficie orientavel e #(u,v) = :c(u v)z +y(u, ) + z(u)k,

(u,v) € R C R? uma parametrizacio regular, sendo 7 = ||:“§:“” o vetor normal
u v

a S. Seja F:R3 = R3, F = F(x,y,z) um campo vetorial definido em todos em
pontos de S. Entao definimos a integral de superficie do campo vetorial F' sobre

S como:
// F-idS = // Fz(uw),y(uw),z(uw)) - (Fy X 7)dudv. (6.5)
s R
Exemplo 6.2.1. Seja S a esfera de raio a parametrizada por
7 = asen (u) cos(v)i+asen (u)sen (v)j+acos(u)k, a >0, 0<u<m, 0<v<2r

e 0 campo ﬁ(:c,y,z) = 21+ yf+ zk. Vamos calcular o fluxo do campo F através
da superficie S dado por & = ffs F -ndS. O produto vetorial

7, X 7, = a?sen %(u) cos(v)i + a? sen %(u) sen (v)] + a® cos(u) sen (u)k

foi calculado na equagao (6.2). Observe que a parametrizacao define uma ori-
entacao para fora da superflcle De fato, basta pegar um ponto, por exemplo,
u=v=m7/2ecalcular F=ajer, X7, =a 25 ou seja, no ponto (0,a,0), a normal
aponta para fora. Como

Fla(u) y(u0),2(w0) = w(wo)i+ yluo)j + 2(wo)F )
= asen (u) cos(v)i + asen (u)sen (v)] + a cos(u)k,
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temos
F-(FyxF,) = a’sen *(u)cos ( ) + a®sen 3(u) sen *(v) + a® cos?(u) sen (u)

(
= a’sen ®(u) + a® cos®(u) sen (u)

= a’sen (u).

P = !Afz?.ﬁds
= // (T X 7y )dudv
27
/ / a® sen (u)dudv

= 2ma® / sen (u)du
0

= 47d’.

Portanto,

6.2.1 Superficie definida como funcao de duas variaveis

Nessa se¢ao, vamos calcular a versdo particular da definigao (6.5) quando a
superficie é definida como funcao de duas variaveis, isto é, z = f(z,y) ouy = f(z,2)
ou ainda x = f(y,z). Considere o caso onde a superficie S é dado pela funcao
f:DCR, DCR? 2= f(r,y) (os outros dois casos sdo analogos). Uma
parametrizagao para a superficie S é

m(ay) = zi+yj+ flzy)k,
onde o vetor normal a superficie é
Ty X T,
n=4 Y

172 < 7yl

Aqui, o sinal £+ é escolhido para ajustar a orientacdo da parametrizacao a ori-
entagao da superficie definida por f. Calculamos as derivadas 7, = i + f.k, e
ry = j + fyk e fazemos

i J ok
T X Ty=|1 0 fy|=fui+ f]+k
01 f,
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Agora, definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(z,y,z) = 0, isto é,
G(zy,2) = z — f(x,y) e observamos que

7y x 7, = VG. (6.6)

Analogamente, em qualquer dos outros dois casos y = f(z,2) ou x = f(y,2),
definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(x,y,2) = 0 e a expressao
(6.6) continua valida, isto é,

7ox i =VG ou 7, xi. =VG.

Portanto, a versao da defini¢ao (6.5) para o caso onde a superficie é definida por
uma funcao de duas variaveis f é dada por

//ﬁ-ﬁdS:i// F-VGdA, (6.7)
S R

onde R é o dominio de f, F deve estar sobre os pontos da superficie e o sinal +
deve ser escolhido para que £V G esteja no sentido da orientagao da superficie.

Exemplo 6.2.2. Vamos calcular o fluxo do campo F = 2% + 3y%j através da
superficie plana S dada pela equacao = + y + z = 1, limitada ao primeiro octante
e orientada no sentido da origem em dire¢do ao primeiro octante. Primeiro, defi-
nimos z = f(zr,y) =1—xz—ye G =2z2—1+4z+y e calculamos VG =1i+]+k.
Observamos que a orientacao de VG estd no mesmo sentido que o vetor normal, en-
tao escolhemos o sinal positivo na expressao (6.7). Também, observe que o campo
é constante na variavel z, ou seja, ﬁ(x,y,z) = Fzyl —az — y) = 2% + 3y27].

Portanto,
//ﬁ-ﬁds = +//ﬁ-6GdA
5 R
1 1—x
= / / 2* + 3y*dydx
0o Jo
1 y=1—x
= / {a:zy—i-yg} dx
0 y=0

_ /01 21— )+ (1 - 2)%de
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Exemplo 6.2.3. Nesse exemplo vamos calcular o fluxo do campo F =32+ 6}—1—
6xzk através da superficie S dada pela equacao y = 22, 0<2<2 0<2<3,
orientada no sentido em que a componente 1 do Vetor normal ¢ sempre positiva.
Primeiro, definimos y = f(z,2) = 2° e G =y — 2% e calculamos VG = —22i +
f. Observamos que a orientagao de VG estéd com componente i negativa, entao
escolhemos o sinal negativo na expressao (6.7). Também, observe que o campo

¢ constante na varidvel y, ou seja, ﬁ(m,y,z) = ﬁ(a:,a:z,z) = 3% + 65 + 6z k.

Portanto,
//ﬁ-ﬁds - —//ﬁ-ﬁGdA
S R

2 3
= —/ / —6x2% + 6dzdx
0o Jo
2 z2=3
= —/ [—23523 + 62} dx
0 z=0

2
= —/ —54x + 18dz
0
(

2
o722 + 181:]0
—108 + 36) = 72.

Exemplo 6.2.4. Nesse exemplo, vamos recalcular o fluxo do exemplo 6.2.1. Seja
S a esfera de raio a dada por

4yt 42 =a?

orientada para fora, e o campo ﬁ(x,y,z) = i + yj'—i— zk. Vamos calcular o fluxo
do campo F através da superficie S dado por ® = [[,F - @dS. Para aplicar
a expressao (6.7), separamos a esfera em duas superficies: S; de equacao z =

hi(z,y) = Va2 — 22 —y? e Sy de equagao z = hy(z,y) = —va? — x? — y?. Assim,

//ﬁ-ﬁdsz// ﬁl-ﬁd5+// F, - idsS.
S S1 Sa

Definimos G = z — va? — 22 — y? e Gy = z + /a? — x> — y? e calculamos

= X - Yy - 7
VG| = 7+ + k
R 7 ey AN s yzj
e . y
VG, = — i — itk
2 N r— VaZ — 12— y2=7
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Observe que VG, esté no sentido para fora da superficie e VG, no sentido para den-
tro. Logo, vamos escolher um sinal positivo e outro negativo na deﬁnigao (6.7). As-

sim, sabendo que o campo na superficie Sl é dado por F1 = m—l—yj—i- a2 —2?—y 2k
e, o campos na supeficie Sy é dado por Fy =i+ yj —Va*—x? —y k temos:

// F.[dS = // F,-VGidA — // Fy - VGodA
S yQ
= //\/@2_%2 2+\/a2_x2_y2+\/a2—x2—y2d14

2
)
- //D‘wﬂ—x?—yfwaQ—xZ—yfV“Q“”’”Q‘deA
2 | 2
= 2// af —;y y2—|—\/a2—x2—y2dA
[Ny

2
a
2 dA
//D va? —a? —y?

onde D ¢ o disco de raio a no plano z = 0. Portanto,

o = //ﬁ.ﬁds
S

27 a a2
= 2 —————rdrdf

a2 — 2 a
— o [_]
/2 |,

Exemplo 6.2.5. Considere a superficie S
2=0, 2% +y* <1,

orientada no sentido decrescente do eixo z, isto ¢, n = —k. Considere também
o campo vetorial dado por F' = (2 + 2% + z)k. Vamos calcular o valor do fluxo
= [[(F-ndS.

Como z = f(z,y) =0, 2% + y? < 1, definimos a fungdo G(z,y,z) = z e calcula-
mos

VG =F.

Observe que VG e i estdo em sentidos oposto e, portanto, na aphcagao da expres—
sdo (6.7), vamos escolher o sinal negativo. Aplicamos o campo F = (2 + 2% + )k
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sobre a superficie z = 0 e obtemos F' = (2 + x)k. Assim,

b = //Sﬁ-ﬁds
—//AﬁﬁGdA
—//A(z+x)d,4

Resolvemos em coordenadas polares da seguinte forma:

—/01 /027r (2 + rcos(0)) rdodr
- /O 1 /0 " (2r + 1% cos(6) ) dodr
_ _op /0 Cordr /0 1 ([ﬁ sen (9)}2:?’) dr

= =27

Exemplo 6.2.6. Considere a superficie S

Z:f(l',y):l— \/$2+y2,

orlentada na diregdo crescente do eixo z, isto é, o vetor m tem componente na
dlregao k sempre positiva. Considere também o campo vetorial dado por F =
(2 + 22 + 2)k. Vamos calcular o valor do fluxo ® = || s F-7ds.

Como z = f(z,y) = 1 — V22 + ¢2, definimos G(z,y,2) = z — 1 + Va2 +y% e
calculamos

VG= 2 gy YTk
VTR

Observe que V@ e 7 estdo no mesmo sentido e, portanto, na aphcagao da eXpIessao
(6.7), vamos escolher o sinal positivo. Aplicamos o campo F= (24224 x)k: sobre

a superficie z = 0 e obtemos F = (2 + (1 — V2242)? + x)k. Assim,
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Resolvemos em coordenadas polares e obtemos
1 21
o = / / (2 +(1—=7)*+ rcos(@)) rdfdr
0o Jo
1 2w
- / / (3r —2r 43 4 p? COS(Q)) dfdr

o Jo
3r—2rt 47 ) dr + /1 ([7‘2 sen (0)}9:%) dr
0 6=0

Il
[\
3
O\H
—

Exercicios resolvidos

ER 6.2.1. Seja S a porgao da superficie z = 1 — 2% — 9%, acima do plano xy,
orientada com componente k do vetor normal positiva. Encontre o fluxo ¢ através
de S para o campo F=ui +yj + 2k.

Solu(;ao Definimos z = f(z,y) = 1 —2* —y* G = 2z — 1 + 2% + y* e calculamos
VG = 2ai + 2yj + k. Também, como a componente k desse gradiente ¢ positiva,

escolheremos a sinal posmvo na expressao (6 7). Colocamos o campo sobre a

2

superficie, isto é, F =i+ y] + 2k = 20 + yj +(1- yQ)E e obtemos

o = //F’-ﬁds
S
+//ﬁﬁGdA,
D

onde D ¢ o disco de raio unitario no plano z = 0. Portanto,
¢ = // (zi +yj+ (1 — 22 — P)k) - (220 + 2yj + k)dA
D

- //D(Qa;2 +2° 4+ (1 -2 —y%))dA

= //(m2+y2+1)dA
21
/ /T+1rdrd9
BN e
= | T+3 L4
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O

ER 6.2.2. Dados o campo vetorial F=i+ j—l— kea porcao da superficie S de
equagao z = Va2 + y?, situada abaixo do plano z = 1, orientada com componente
k do vetor normal positiva, calcule o fluxo ® = |f g F - itds.

Solugao. Definimos z = f(z,y) = Va2 +y?, G = z — 22+ y? e calculamos
VG = ——2f— Y f+ k. Também, como a componente k desse gradiente

\/ 2242 \/ 2242

é positiva, escolheremos a sinal positivo na expressao (6.7). O campo é constante
na varidvel z, isto é, F(x,y,2) = F(z,y,f(z,y)) =i+ j + k. Entdo, temos:

d = z7iﬁ-ﬁd5
S
= +[7FV€G¢&
D

onde D ¢ o disco de raio unitario no plano z = 0. Portanto, O

AGEFRD)

j+k|dA
( Ve )
Y
+1|dA
x2+y N T )

I
/ ( r cos( +rsen(9)+1> rdrdf
[
|-

KA
Il
@\§
l
l
1

l\?

—cos(f) —sen (0) + 1) drdf
2Tr

2 ]2

r2]
cos(f) —sen () + 1) ] df

= —[—sen(0) +cos(d) + 02" =

I
| = S— \\

ER 6.2.3. Seja S a superficie do cubo dado pelos planos z = +1, y = +1 e
= =41, orientada para fora. Calcule o fluxo através de S para os seguintes
campos vetoriais:
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Solugao. Em cada um dos itens, temos que calcular seis integrais de superficie
em cada face do cubo, a saber, S; :x =1, Sy :x=—-1,53:y=1,5;,:y = —1,
553221656222—1.

a) Comegamos com a face Sy, definimos © = fi(y,2) = 1, Gy = x — 1 e cal-
culamos VG; = i. Observe que V(G esta orientado no sentido de 77 = 7 e

F = i = i. Calculamos
// ﬁ-ﬁdsz// dA =4,
S S1

onde 4 é a area do quadrado de lado 2. Analogamente,

//SQﬁ'ﬁdS://SQ(—U(—f)dSz//SQdA:zx.

As demais integrais sao nulas, visto que o fluxo s6 tem componente na diregao

//ﬁ-ﬁdszg.
S

b) Comegamos com a face Sy, definimos z = fi(y,2) = 1, G; = v — 1 e cal-
culamos VG| = i. Observe que VG, esta orientado no sentido de 7 = i e

F =i+ yz+ 2k =1+ y?%— zk. Calculamos

// ﬁ-ﬁds—// dA = 4,
51 Sl

onde 4 é a area do quadrado de lado 2. Analogamente,

//SQﬁ.ﬁdS:ﬂqQ(—?+yZ+ZE).(_;)dsz//SQdA:ZL

Pela simetria do problema, vemos que as demais integrais sao todas iguais a

//ﬁ-ﬁdS:M.
S

¢) Comecamos com a face Sp, definimos z = fi(y,2) = 1, G; = z — 1 e cal-
culamos VG = i. Observe que V(G esta orientado no sentido de ni = ie
F = 2% + y*i + 2%k = i + y*i + 2*k. Calculamos

// ﬁ-ﬁdsz// dA =4,
Sl Sl
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onde 4 é a area do quadrado de lado 2. Analogamente, como em Sy : x = —1
o campo assume a forma F = x%i + y?i + 22k = i + y*i + 2°k, temos

// F S = // (T4 2%+ 22K) - (=D)dS = // dA = 4.
Sa Sa Sa
Observe que
// ﬁ-ﬁds+// FoiidS =0
S1 So

Pela simetria do problemas, teremos de forma andloga

//ﬁ-ﬁds+// F.idS =0
53 S4
// ﬁ-ﬁds+// F.idS = 0.
S5 56
//ﬁ-ﬁdszo.
S
O

ER 6.2.4. Calcule o fluxo de F' = zk através da esfera x> +1y?+ 2% = a?, orientada
para fora.

Logo,

Solugao. Comecamos separando a esfera nos seguintes dois hemisférios: S; : z =
filzy) = Va2 —22—y? e Sy z = fo(xy) = —va? — 22 — y?. Definimos Gy =
z—v/a?> —x? —y? e Gy = 2 — v/a? — x%? — y? e calculamos

= X - Yy -
VG, = 14 + k
1 N — JaZ — 12 — yQJ

= X - Yy -
VG, = — i — + k.
2 N Jaz — 2% — yzj
Observe que VG, estd orientada para fora e VG, estéd orientada para dentro.
Logo, escolheremos para as integrais sobre S; e S, o0s sinais positivo e negativo,

respectivamente, na expressao (6.7). O campo sobre cada umas das superficies
tem as formas: F; = v/a? — 22 — y?k e F5 = —/a? — 22 — y%k. Assim,

d = //ﬁ-ﬁds
S
_ //ﬁ1~ﬁds+// - iidS
Sl 52
- //ﬁlﬁGldA—// Fy - VGadA,
D D
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onde D ¢ o disco de raio a no plano z = 0. Portanto,

o = //\/T—y%m // Va2 — a2 —y2)dA
- Q/ZJWM

5 (a? —r2)3/2 Y 4rad
T 3/ )

0

6.3 O Teorema da Divergéncia de Gauss

Teorema 6.3.1. Seja V' o volume de um sdlido cuja superficie S é orientada para
fora. Seja o campo vetorial F' dado por

—

F = f(2,y,2)] + g(,y,2)i + h(z,y,2)k,

onde as funcoes f, g e h possuem todas as derivadas parciais de primeira ordem
continuas em algum conjunto aberto contendo V. Entdo:

#ﬁ-ﬁdSZ///ﬁﬁdV
S 1%

Exemplo 6.3.1. Considere a superficie fechada orientada para fora composta
superiormente pela superficie de rotagdo descrita como

Z_f( >y)_1_\/$2+y2

e inferiormente por

2=0,22+y* <1

Seja o campo vetorial dado por F = (24224 x)lg Vamos calcular o valor do fluxo
[[s F - 7idS via teorema da divergéncia.
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Temos V - F = 22. Assim,

P = // F - 7dS
s
= /// V. Fdv
1%
1 2 1—7r
= // / 2zrdzdOdr
o Jo Jo
1 27
_ // (1— r)2rdgdr
0o Jo
1
27r/ (1—7’)27’0[7“
0

Observe que as superficies dos exemplos 6.2.5 e 6.2.5 foram a superficie fechada
do exemplo 6.3.1. De fato, o fluxo calculado naqueles dois exemplos via parame-
trizacdo direta foram —27 e T cuja soma é o mesmo valor calculado pelo

6
Teorema da Divergéncia.

s

6

Exercicios resolvidos

ER 6.3.1. Seja S a superficie do cubo dado pelos planos * = +1, y = *1 e
z = =1, orientada para fora. Calcule o fluxo através de S para os seguintes
campos vetoriais:

a)

b) F=ai+yj+ 2k

0

1]
Il

¢) F =% +y%) + 2%k

Solucao. Vamos utilizar o teorema da divergéncia de Gauss

#ﬁ~ﬁd$z// V- FdV.
S 1%
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a) Como V- F = 1, temos:

#ﬁ-ﬁdS:///ldV:&
S 1%

onde & é o volume do cubo de lado 2.

b) Como V - F = 3, temos:

#ﬁ-ﬁdSz///Bdem.
S 1%

¢) Como V - F = 2z + 2y + 2z, temos:

# F . iidS = /// (2x 4 2y + 22)dV =======,
s 1%
O

ER 6.3.2. Calcule o fluxo de F' = zk através da esfera x> +1y?+ 2% = a?, orientada
para fora.

Solugao. Como V - F = 1, temos:

3
#F-ﬁdsz///1dvz4m ,
S 1% 3

¢é o voluma de uma esfera de raio a. O

47ra

onde o valor 3

ER 6.3.3. Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo do campo F =
231+ 137 + 2%k através da superficie fechada e orientada para fora composta pelos
planos z =0 e z = 2 e a superficie 22 + > = 9.

Solugao. Como V - F =322+ 3y% + 2z, temos:

#ﬁ-ﬁdS:///Sx2+3y2+2de.
S \%

onde V' é a regiao cilindrica do enunciado. Vamos integrar em coordenadas cilin-

dricas:
. 2T 3 2
# F-idS = / / / 3(r* + 22)rdzdrdf
S

= 27T/ 3Tz+zr :dr
0

— o r—|—27‘2] — 2797,
4 0
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ER 6.3.4. Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo do campo F =
23 + y35 + 23k através da superficie fechada e orientada para fora composta pelo

plano z = 0 e o hemisfério z = v/a* — % — y>.
Solugao. Como V - 322 + 3y* + 322, temos:

F - idS = /// 322 4 3y + 32%dV.
Vv

onde V' ¢é o hemisfério do enunciado. Vamos integrar em coordenadas esféricas:

#ﬁ-ﬁds = // /3ppsen )dpdpdd
S

o?@:

6.4 O Teorema de Stokes

Teorema 6.4.1. Seja S uma superficie orientdvel, suave por partes, limitada por
uma curva C', fechada, suave por partes e positivamente orientada com respeito a
S. Seja o campo vetorial F' dado por

F = f(x,9,2)] + g(x,y,2)i + h(z,y,2)E,

onde as funcoes f, g e h possuem todas as derivadas parciais de primeira ordem
continuas em algum conjunto aberto contendo S. Entdao:

yﬁﬁd?:/ V x F-ids.
C S
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